Неделя 13

Преобразование Фурье. Представление функции по четному продолжению

Лекция №13

Цель лекции: ввести комплексную форму преобразования Фурье, изучить прямое и обратное преобразования и построение преобразования функции, заданной на полуоси, посредством четного продолжения.
1. Прямое и обратное преобразования Фурье
F(ω)=∫₋∞^∞ f(x)e^(−iωx)dx
f(x)=(1/2π)∫₋∞^∞ F(ω)e^(iωx)dω
В данном материале используется указанная пара нормировок. Преобразование переводит функцию из пространственной (или временной) области в частотную.
2. Связь с косинусным и синусным преобразованиями
Если f(x) вещественная и четная, синусная часть исчезает, а преобразование Фурье является вещественным и четным:
F(ω)=2∫₀^∞ f(x)cos(ωx)dx
3. Четное продолжение функции с полуоси
Если функция задана при x≥0, ее четное продолжение определяется формулой f_e(x)=f(|x|). Тогда для спектрального представления достаточно косинусного преобразования.
F_e(ω)=2∫₀^∞ f(x)cos(ωx)dx
4. Разобранные примеры
Пример 1. f(x)=e^(−a|x|), a>0.
Решение: Функция четная. F(ω)=2∫₀∞e^(−ax)cos(ωx)dx=2a/(a²+ω²).
Пример 2. Прямоугольный импульс f(x)=1 при |x|<a и 0 вне интервала.
Решение: F(ω)=∫₋a^a e^(−iωx)dx=2sin(aω)/ω. При ω=0 значение понимается по пределу: F(0)=2a.
Пример 3. f(x)=e^(−x), x≥0. Построить четное продолжение.
Решение: f_e(x)=e^(−|x|). F_e(ω)=2/(1+ω²).
Пример 4. f(x)=e^(−2x), x≥0.
Решение: Четное продолжение: e^(−2|x|). F_e(ω)=4/(4+ω²).
Пример 5. f(x)=1 на 0≤x<a, 0 при x≥a.
Решение: Четное продолжение дает прямоугольный импульс на |x|<a. F_e(ω)=2sin(aω)/ω.

Контрольные вопросы
1. Что называется преобразованием Фурье?
2. Как записывается обратное преобразование?
3. Каким является преобразование вещественной четной функции?
4. Как строится четное продолжение функции с полуоси?
5. Почему при четном продолжении возникает косинусное преобразование?
[bookmark: _GoBack]6. Чему равно F(0) для прямоугольного импульса |x|<a?
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